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1.7.  Τελετραφφιχ Τηεορψ 

Σ〈νδορ Μολν〈ρ δρ., αυτηορ 

Λ〈σζλ⌠ ϑερεβ δρ., ρεϖιεωερ 

1.7.1. Ιντροδυχτιον 

Τελετραφφιχ τηεορψ [1.7.1], [1.7.7] ισ τηε βασισ φορ περφορµανχε εϖολυτιον ανδ 

διµενσιονινγ οφ τελεχοµµυνιχατιον νετωορκσ. Ιτ ωασ φουνδεδ βψ Αγνερ Κραρυπ Ερλανγ 

(1878−1929) [1.7.6], α ∆ανιση µατηεµατιχιαν, ατ τηε βεγιννινγ οφ τηε 20τη χεντυρψ. 

Τηε τηεορψ ηασ βεεν δεϖελοπεδ αλονγ ωιτη τηε δεϖελοπµεντσ οφ τελεπηονε νετωορκσ 

[1.7.7] ανδ ιτ ισ αν εσσεντιαλ χοµπονεντ ιν τηε δεσιγν οφ τραδιτιοναλ τελεχοµµυνιχατιον 

νετωορκσ.  

Τελετραφφιχ τηεορψ ηασ βεεν δεϖελοπεδ τογετηερ ωιτη τηε ενορµουσ 

δεϖελοπµεντσ οφ σωιτχηινγ ανδ νετωορκινγ τεχηνολογψ ιν τηε λαστ δεχαδεσ. Ιτ ηασ 

βεεν ινχορπορατινγ τηε ρεχεντ αδϖανχεσ οφ οπερατιον ρεσεαρχη ανδ θυευεινγ τηεορψ. 

Ιντεγρατινγ τηε ρεσυλτσ οφ διφφερεντ φιελδσ α χοντινυουσ εϖολυτιον οφ τελετραφφιχ τηεορψ 

χαν βε οβσερϖεδ.  

Τελετραφφιχ τηεορψ δεαλσ ωιτη τηε αππλιχατιον οφ µατηεµατιχαλ µοδελινγ οφ τηε 

τραφφιχ δεµανδ, νετωορκ χαπαχιτψ ανδ ρεαλιζεδ περφορµανχε ρελατιονσηιπσ. Τηε τραφφιχ 

δεµανδ ισ στατιστιχαλ ιν νατυρε ρεσυλτινγ ιν αππροπριατε µοδελσ δεριϖεδ φροµ τηε τηεορψ 

οφ στοχηαστιχ προχεσσεσ.  

Ιν τηισ χηαπτερ φιρστ ωε πρεσεντ αν ιντροδυχτιον αβουτ τηε χηαραχτεριστιχσ οφ 

νετωορκ τραφφιχ. Τηε νατυρε οφ τραφφιχ ηαδ α στρονγ ιµπαχτ ον τηε δεϖελοπεδ τελετραφφιχ 

τηεορψ ωε ηαϖε τοδαψ. Αφτερ ωε οϖερϖιεω τηε βασιχσ οφ τελετραφφιχ τηεορψ ινχλυδινγ τηε 

νοτατιονσ, χλασσιφιχατιον οφ σψστεµσ ανδ τηε φυνδαµενταλ τελετραφφιχ εθυατιονσ. Τηε 

αππλιχατιονσ οφ βασιχ τελετραφφιχ ρεσυλτσ ουτλινεδ ιν τηισ χηαπτερ χαν βε φουνδ ιν Χηαπτερ 

3.3 ωηερε τελετραφφιχ µοδελσ ανδ τηε τελετραφφιχ διµενσιονινγ µετηοδσ αρε δεσχριβεδ.  
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1.7.2.  Τηε χηαραχτεριστιχσ οφ νετωορκ τραφφιχ 

Τηε νατυρε οφ τραφφιχ ιν τοδαψ�σ δατα νετωορκσ (ε.γ. Ιντερνετ) ισ χοµπλετελψ 

διφφερεντ φροµ χλασσιχαλ τελεπηονε τραφφιχ ανδ τηε χηαραχτεριζατιον ισ νοτ ασ σιµπλε ασ ιτ 

ωασ ιν τηε χασε οφ χονϖεντιοναλ ΠΟΤΣ τραφφιχ [1.7.8], [1.7.9]. Τηε µαιν διφφερενχε χαν 

βε εξπλαινεδ βψ τηε φαχτ τηατ ιν τραδιτιοναλ τελεπηονψ τηε τραφφιχ ισ ηιγηλψ στατιχ ιν 

νατυρε. Ιτ ωασ ποσσιβλε το φινδ α τψπιχαλ υσερ ανδ βεηαϖιορ ωηερε αϖεραγεσ σιµπλψ 

δεσχριβε τηε σψστεµ περφορµανχε αδεθυατελψ δυε το τηε λιµιτεδ ϖαριαβιλιτψ οφ τραφφιχ 

χηαραχτεριστιχσ.  

Τηε στατιχ νατυρε οφ τελεπηονε τραφφιχ ρεσυλτεδ ιν �υνιϖερσαλ λαωσ� γοϖερνινγ 

τελεπηονε νετωορκσ λικε τηε Ποισσον νατυρε οφ χαλλ αρριϖαλσ [1.7.8], [1.7.9]. Τηισ λαω 

στατεσ τηατ χαλλ αρριϖαλσ αρε µυτυαλλψ ινδεπενδεντ ανδ εξπονεντιαλλψ διστριβυτεδ ωιτη 

τηε σαµε παραµετερ. Τηε Ποισσον χαλλ αρριϖαλ µοδελ ηαδ α γενεραλ ποπυλαριτψ ιν τηε 

λαστ φιφτψ ψεαρσ. Τηε γρεατ συχχεσσ οφ τηε Ποισσονιαν µοδελ ισ δυε το τηε παρσιµονιουσ 

µοδελινγ, ωηιχη ισ α ηιγηλψ δεσιραβλε προπερτψ ιν πραχτιχε.  

Α σιµιλαρ �υνιϖερσαλ λαω� οφ τηε ΠΟΤΣ τραφφιχ ισ τηατ τηε χαλλ ηολδινγ τιµεσ φολλοω 

µορε ορ λεσσ αν εξπονεντιαλ διστριβυτιον. Τηισ µοδελ ωασ αλσο πρεφερρεδ δυε το ιτσ 

σιµπλιχιτψ ανδ αναλψτιχαλ τραχταβιλιτψ ιν σπιτε οφ τηε φαχτ τηατ τηε αχτυαλ τελεπηονε χαλλ 

δυρατιον διστριβυτιον σοµετιµεσ δεϖιατεσ σιγνιφιχαντλψ φροµ τηε εξπονεντιαλ 

διστριβυτιον. Ηοωεϖερ, τηεσε δεϖιατιονσ διδ νοτ ψιελδ το µαϕορ ερρορσ ιν νετωορκ δεσιγν 

τηανκσ το τηε νιχε νατυρε οφ Ποισσον αρριϖαλ προχεσσ. Τηισ ισ βεχαυσε σεϖεραλ 

περφορµανχε µεασυρεσ δο νοτ δεπενδ ον τηε διστριβυτιον βυτ ονλψ οφ τηε αϖεραγε οφ 

ηολδινγ τιµε.  

Α δραµατιχ χηανγε ηαππενεδ χονχερνινγ τηε ϖαλιδιτψ οφ τηεσε λαωσ ωηεν 

τελεπηονε νετωορκσ ωερε υσεδ νοτ ονλψ φορ ϖοιχε χονϖερσατιονσ βυτ αλσο φορ ΦΑΞ 

τρανσµισσιονσ ανδ Ιντερνετ αχχεσσ. Τηε στατιστιχαλ χηαραχτεριστιχσ οφ τηεσε σερϖιχεσ 

αρε σιγνιφιχαντλψ διφφερεντ φροµ ϖοιχε χαλλσ. Εσπεχιαλλψ, τηε χαλλ δυρατιονσ βεχοµε µυχη 

λονγερ ανδ µορε ϖαριαβλε χοµπαρεδ το χλασσιχαλ ϖοιχε χαλλσ. Ασ τηε ποπυλαριτψ οφ τηε 

Ιντερνετ ινχρεασεδ δυε το τηε συχχεσσ οφ Ωεβ, µορε ανδ µορε πεοπλε σταρτεδ το υσε 

τηε χλασσιχαλ τελεπηονε νετωορκσ φορ Ιντερνετ αχχεσσ. Τηεσε χηανγεσ χαλλ φορ 

ρεϖιεωινγ τηε ολδ λαωσ ανδ πρεσεντ α χηαλλενγε φορ τοδαψ�σ τελετραφφιχ ρεσεαρχηερσ. 

Τηε πιχτυρε ισ χοµπλετελψ διφφερεντ ιν χασε οφ δατα νετωορκσ. Αλλ τηε 

εξπεχτατιονσ βψ φινδινγ σιµιλαρ υνιϖερσαλ λαωσ φορ δατα τραφφιχ φαιλεδ [1.7.8]. Ιτ ισ 
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βεχαυσε δατα τραφφιχ ισ µυχη µορε ϖαριαβλε τηαν ϖοιχε τραφφιχ. Ρουγηλψ σπεακινγ, ιτ ισ 

ιµποσσιβλε το φινδ α γενεραλ µοδελ βεχαυσε τηε ινδιϖιδυαλ χοννεχτιονσ οφ δατα 

χοµµυνιχατιον χαν χηανγε φροµ εξτρεµελψ σηορτ το εξτρεµελψ λονγ ανδ τηε δατα ρατε 

χαν αλσο βε ιν α ηυγε ρανγε. Τηερε ισ νο στατιχ ανδ ηοµογενουσ νατυρε οφ δατα τραφφιχ 

ασ ιτ ωασ φουνδ ιν χασε οφ τηε ϖοιχε τραφφιχ. Τηισ εξτρεµελψ βυρστψ νατυρε οφ δατα τραφφιχ 

ισ µαινλψ χαυσεδ βψ τηε φαχτ τηατ τηισ τραφφιχ ισ γενερατεδ βψ µαχηινε−το−µαχηινε 

χοµµυνιχατιον ιν χοντραστ το τηε ηυµαν−το−ηυµαν χοµµυνιχατιον.  

Τηισ ηιγη ϖαριαβιλιτψ οφ δατα τραφφιχ ιν βοτη τιµε (τραφφιχ δεπενδενχιεσ δο νοτ 

δεχαψ εξπονεντιαλλψ φαστ ασ ιτ ωασ τηε χασε ιν ϖοιχε τραφφιχ βυτ λονγ−τερµ 

δεπενδενχιεσ αρε πρεσεντ, ε.γ. ιν τηε αυτοχορρελατιον οφ τηε τραφφιχ) ανδ ιν σπαχε 

(διστριβυτιονσ οφ τραφφιχ ρελατεδ θυαντιτιεσ δο νοτ ηαϖε εξπονεντιαλ ταιλσ ασ ιτ ωασ τηε 

χασε ιν τηε χασε οφ ϖοιχε τραφφιχ βυτ ηεαϖψ ταιλσ αρε ϖερψ χοµµον, ε.γ. ιν διστριβυτιονσ 

οφ ωεβ ιτεµ σιζεσ) χαλλ φορ νεω µοδελσ ανδ τεχηνιθυεσ το βε δεϖελοπεδ. Στατιστιχαλλψ, 

τηε λονγ−τερµ δεπενδενχιεσ χαν βε χαπτυρεδ βψ λονγ−ρανγε δεπενδενχε (ΛΡ∆), ι.ε., 

αυτοχορρελατιονσ τηατ εξηιβιτ ποωερ−λαω δεχαψ. Τηε εξτρεµε σπατιαλ ϖαριαβιλιτψ χαν βε 

δεσχριβεδ βψ ηεαϖψ−ταιλεδ διστριβυτιονσ ωιτη ινφινιτε ϖαριανχε, ωηιχη ισ τψπιχαλλψ 

εξπρεσσεδ βψ τηε Παρετο διστριβυτιονσ. Τηε ποωερ−λαω βεηαϖιορ ιν βοτη τιµε ανδ 

σπαχε οφ σοµε στατιστιχαλ δεσχριπτορσ οφτεν χαυσε τηε χορρεσπονδινγ τραφφιχ προχεσσ το 

εξηιβιτ φραχταλ χηαραχτεριστιχσ [1.7.8].  

Τηε φραχταλ προπερτιεσ οφτεν µανιφεστ τηεµσελϖεσ ιν σελφ−σιµιλαριτψ. Ιτ µεανσ τηατ 

σεϖεραλ στατιστιχαλ χηαραχτεριστιχσ οφ τηε τραφφιχ αρε τηε σαµε οϖερ α ρανγε οφ τιµε 

σχαλεσ. Σελφ−σιµιλαρ τραφφιχ µοδελσ σεεµ το βε συχχεσσφυλ παρσιµονιουσ µοδελσ το 

χαπτυρε τηισ χοµπλεξ φραχταλ νατυρε οφ νετωορκ τραφφιχ ιν τηε πρεϖιουσ δεχαδε. 

Ηοωεϖερ, ρεχεντ ρεσεαρχη ινδιχατεσ τηατ τηε αχτυαλ δατα τραφφιχ ηασ α µορε ρεφινεδ 

βυρστινεσσ στρυχτυρε, ωηιχη ισ βεττερ χαπτυρεδ βψ µυλτιφραχταλιτψ ρατηερ τηαν ονλψ σελφ−

σιµιλαριτψ, ωηιχη ισ α σπεχιαλ χασε οφ µονοφραχταλιτψ. Μυλτιφραχταλ τραφφιχ µοδελσ ηαϖε 

αλσο βεεν δεϖελοπεδ [1.7.8]. 

Βεσιδεσ τηε ϖερψ ϖαριαβλε χηαραχτεριστιχσ οφ δατα τραφφιχ τηερε αρε οτηερ φαχτορσ 

τηατ µακε πρεδιχτιονσ αβουτ δατα τραφφιχ χηαραχτεριστιχσ µορε υνρελιαβλε. Τηε Ιντερνετ 

τραφφιχ ισ δουβλινγ εαχη ψεαρ. Τηισ εξτρεµε τραφφιχ ινχρεασε ωιτη τηε ποσσιβλε σο−χαλλεδ 

�κιλλερ αππλιχατιονσ� χουλδ δισρυπτ ανψ πρεδιχτιονσ. Ηοωεϖερ, φροµ τηε ηιστορψ οφ τηε 

Ιντερνετ ωε χαν ιδεντιφψ ονλψ τηρεε �κιλλερ αππλιχατιονσ� τηατ δραµατιχαλλψ χηανγεδ τηε 

τραφφιχ µιξ οφ τηε Ιντερνετ (τηε ε−µαιλ, τηε ωεβ ανδ τηε ρεχεντλψ εµεργινγ Ναπστερ−λικε 
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αππλιχατιονσ) βυτ νοβοδψ κνοωσ ωηεν ωε χαν φαχε α ποπυλαρ αππλιχατιον ωηιχη ωιλλ 

τακε τηε µαϕορ ρολε οφ τηε Ιντερνετ τραφφιχ χηαραχτεριστιχσ. Τηε πιχτυρε ισ εϖεν µορε 

χοµπλιχατεδ ιφ ωε τηινκ οφ Θυαλιτψ οφ Σερϖιχε (ΘοΣ) ρεθυιρεµεντσ οφ δατα σερϖιχεσ 

ωηιχη χαν βε ϖερψ διφφερεντ φροµ ονε αππλιχατιον το τηε οτηερ. ∆ιφφερεντ ΘοΣ 

ρεθυιρεντσ γενερατε διφφερεντ τραφφιχ χηαραχτεριστιχσ.  

Το δεσχριβε τηεσε διφφερεντ τραφφιχ χηαραχτεριστιχσ ιν χασε οφ βοτη στρεαµ ανδ 

ελαστιχ τραφφιχ φλοωσ α νυµβερ οφ τραφφιχ µοδελσ ανδ τραφφιχ χηαραχτεριζατιον τεχηνιθυεσ 

ηαϖε βεεν δεϖελοπεδ. Βασεδ ον α συχχεσσφυλ τραφφιχ µοδελινγ ονε χαν αλσο ηοπε το 

φινδ συχχεσσφυλ τραφφιχ διµενσιονινγ µετηοδσ φορ ρεσουρχε αλλοχατιον. Τηε µοστ 

ιµπορταντ τραφφιχ µοδελσ ανδ διµενσιονινγ µετηοδσ αρε δεσχριβεδ ιν Χηαπτερ 3.3. 

1.7.3.  Βασιχ χονχεπτσ οφ τελετραφφιχ τηεορψ 

Ιν τηισ συβσεχτιον τηε µοστ ιµπορταντ τελετραφφιχ χονχεπτσ αρε οϖερϖιεωεδ 

[1.7.1]. 

1.7.3.1.  Βασιχ νοτιονσ 

Α δεµανδ φορ α χοννεχτιον ιν α νετωορκ ισ δεφινεδ ασ α χαλλ, ωηιχη ισ αχτιϖατεδ 

βψ α χυστοµερ. Τηε χαλλ δυρατιον ισ δεφινεδ ασ ηολδινγ τιµε ορ σερϖιχε τιµε. Τηε τραφφιχ 

λοαδ ισ τηε τοταλ ηολδινγ τιµε περ υνιτ τιµε. Τηε υνιτ οφ τραφφιχ λοαδ ισ χαλλεδ ερλανγ (ερλ) 

αφτερ τηε φατηερ οφ τελετραφφιχ τηεορψ.  

Τηε τραφφιχ λοαδ ηασ τηε φολλοωινγ ιµπορταντ προπερτιεσ: 

1. Τηε τραφφιχ λοαδ (οφφερεδ τραφφιχ) α ισ γιϖεν βψ α=χη (ερλ) ωηερε χ ισ τηε 
νυµβερ οφ χαλλσ οριγινατινγ περ υνιτ τιµε ανδ η ισ τηε µεαν ηολδινγ τιµε. 

2. Τηε τραφφιχ λοαδ (οφφερεδ τραφφιχ) ισ εθυαλ το τηε νυµβερ οφ χαλλσ οριγινατινγ ιν 
τηε µεαν ηολδινγ τιµε. 

3. Τηε τραφφιχ λοαδ (χαρριεδ τραφφιχ) χαρριεδ βψ α σινγλε τρυνκ ισ εθυιϖαλεντ το τηε 
προβαβιλιτψ (φραχτιον οφ τιµε) τηατ τηε τρυνκ ισ υσεδ (βυσψ). 

4. Τηε τραφφιχ λοαδ (χαρριεδ τραφφιχ) χαρριεδ βψ α γρουπ οφ τρυνκσ ισ εθυιϖαλεντ το 
τηε µεαν (εξπεχτεδ) νυµβερ οφ βυσψ τρυνκσ ιν τηε γρουπ.  

1.7.3.2.  Χλασσιφιχατιον οφ τελετραφφιχ σψστεµσ 

Τηε σωιτχηινγ σψστεµ ισ δεφινεδ ασ α σψστεµ χοννεχτινγ βετωεεν ινλετσ ανδ 

ουτλετσ. Α σψστεµ ισ χαλλεδ α φυλλ αϖαιλαβιλιτψ σψστεµ ιφ ανψ ινλετ χαν βε χοννεχτεδ το 
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ανψ ιδλε ουτλετ. Χονγεστιον ισ α στατε οφ τηε σψστεµ ωηεν α χοννεχτιον χαννοτ βε 

µαδε βεχαυσε οφ βυσψ ουτλετσ ορ ιντερναλ πατησ. Τηε σψστεµ ισ χαλλεδ α ωαιτινγ ορ 

δελαψ σψστεµ ιφ αν ινχοµινγ χαλλ χαν ωαιτ φορ α χοννεχτιον ιν χασε οφ χονγεστιον. Ιφ νο 

ωαιτινγ ισ ποσσιβλε ιν χονγεστιον στατε τηε χαλλ ισ βλοχκεδ ανδ τηε σψστεµ ισ χαλλεδ ασ 

λοσσ σψστεµ ορ νον−δελαψ σψστεµ.  

Α φυλλ αϖαιλαβιλιτψ σψστεµ χαν βε δεσχριβεδ βψ τηε φολλοωινγ [1.7.1]: 

1. Ινπυτ προχεσσ: Τηισ δεσχριβεσ τηε ωαψ οφ χαλλ αρριϖαλ προχεσσ. 

2. Σερϖιχε µεχηανισµ: Τηισ δεσχριβεσ τηε νυµβερ οφ ουτλετσ, σερϖιχε τιµε 
διστριβυτιονσ, ετχ. 

3. Θυευε δισχιπλινε: Τηισ σπεχιφιεσ ωαψσ οφ χαλλ ηανδλινγ δυρινγ χονγεστιον. Ιν 
δελαψ σψστεµσ τηε µοστ τψπιχαλ θυευεινγ δισχιπλινεσ αρε τηε φιρστ−ιν φιρστ−ουτ 
(ΦΙΦΟ), λαστ−ιν φιρστ−ουτ (ΛΙΦΟ), πριοριτψ σψστεµσ, προχεσσορ σηαρινγ, ετχ. 

Τηε Κενδαλλ νοτατιον ισ υσεδ [1.7.1], [1.7.3], [1.7.4] φορ χλασσιφιχατιον οφ φυλλ 

αϖαιλαβιλιτψ σψστεµσ ναµεδ αφτερ ∆αϖιδ Α. Κενδαλλ, α Βριτιση στατιστιχιαν: 

Α/Β/Χ/∆/Ε−Φ 

ωηερε Α ρεπρεσεντσ τηε ιντεραρριϖαλ τιµε διστριβυτιον, Β σερϖιχε τιµε διστριβυτιον, Χ 

νυµβερ οφ παραλλελ σερϖερσ, ∆ σψστεµ χαπαχιτψ, Ε φινιτε χυστοµερ ποπυλατιον, ανδ Φ ισ 

τηε θυευεινγ δισχιπλινε. Τηε φολλοωινγ νοτατιονσ αρε υσεδ: 

Μ: Εξπονεντιαλ (Μαρκοϖ) 

Εκ: Πηασε κ Ερλανγιαν 

Ην: Ορδερ ν ηψπερ−εξπονεντιαλ 

∆: ∆ετερµινιστιχ 

Γ: Γενεραλ 

ΓΙ: Γενεραλ ινδεπενδεντ 

ΜΜΠΠ: Μαρκοϖ µοδυλατεδ Ποισσον προχεσσ 

ΜΑΠ: Μαρκοϖ αρριϖαλ προχεσσ  

Ασ αν εξαµπλε Μ/Μ/1/# //# −ΦΧΦΣ ρεπρεσεντσ α θυευεινγ σψστεµ ωιτη 

Ποισσον αρριϖαλσ ανδ εξπονεντιαλλψ διστριβυτεδ σερϖιχε τιµεσ. Τηε σψστεµ ηασ ονλψ ονε 

σερϖερ, αν ινφινιτε ωαιτινγ θυευε. Τηε χυστοµερ ποπυλατιον ισ ινφινιτε ανδ τηε 

χυστοµερσ αρε σερϖεδ ον α φιρστ χοµε φιρστ σερϖεδ βασισ. ∀
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1.7.3.3.  Φυνδαµενταλ ρελατιονσ 

ΠΑΣΤΑ 

Φορ α Ποισσον αρριϖαλ προχεσσ (εξπονεντιαλ ιντεραρριϖαλ τιµεσ) ιν στεαδψ στατε 

τηε διστριβυτιον οφ εξιστινγ χαλλσ ατ αν αρβιτραρψ ινσταντ ισ εθυαλ το τηε διστριβυτιον οφ 

χαλλσ ϕυστ πριορ το χαλλ αρριϖαλ εποχησ. Τηισ ρελατιονσηιπ ισ χαλλεδ ΠΑΣΤΑ (Ποισσον 

αρριϖαλσ σεε τιµε αϖεραγεσ) [1.7.1] βεχαυσε τηισ προβαβιλιτψ ισ εθυαλ το τηε αϖεραγε 

τιµε φραχτιον οφ χαλλσ εξιστινγ ωηεν οβσερϖεδ οϖερ α συφφιχιεντλψ λονγ περιοδ. 

Μαρκοϖ προπερτψ 

Ιφ τηε ιντεραρριϖαλ τιµε ισ εξπονεντιαλλψ διστριβυτεδ, τηε ρεσιδυαλ τιµε σεεν ατ αν 

αρβιτραρψ τιµε ινσταντ ισ αλσο εξπονεντιαλ ωιτη τηε σαµε παραµετερ. Α µοδελ ωιτη 

ιντεραρριϖαλ τιµε ανδ σερϖιχε τιµε βοτη εξπονεντιαλλψ διστριβυτεδ ισ χαλλεδ Μαρκοϖιαν 

µοδελ [1.7.1], οτηερωισε ιτ ισ χαλλεδ νον−Μαρκοϖιαν µοδελ. 

Λιττλε Φορµυλα 

Τηε φορµυλα Ν=ΟΩ ισ χαλλεδ τηε Λιττλε φορµυλα [1.7.1], [1.7.3], [1.7.4] ωηερε Ν ισ 

τηε µεαν νυµβερ οφ χυστοµερσ ιν τηε σψστεµ, Ο∀ισ τηε µεαν αρριϖαλ ρατε ανδ Ω ισ τηε 

µεαν ωαιτινγ τιµε ιν τηε σψστεµ. Νοτε τηατ τηε Λιττλε φορµυλα αππλιεσ το ανψ στατιοναρψ 

σψστεµ ωηερε χυστοµερσ αρε νοτ χρεατεδ ορ λοστ ιν τηε σψστεµ. 

Λοσσ Φορµυλα 

Τηε προβαβιλιτψ οφ αν αρβιτραρψ χυστοµερ βεινγ λοστ [1.7.5] ισ 

ε
γ)

)&
1

1lossP , 

ωηερε ε ισ τηε οφφερεδ λοαδ ανδ γ ισ τηε προβαβιλιτψ τηατ τηε σερϖερ ισ ιδλε. Τηε φορµυλα 

ισ χαλλεδ τηε λοσσ φορµυλα ανδ ισ αλσο ϖαλιδ φορ µυλτισερϖερ σψστεµσ ωιτη ε βεινγ 

ιντερπρετεδ το βε τηε µεαν λοαδ περ σερϖερ ανδ γ ισ τηε προβαβιλιτψ τηατ αρβιτραριλψ 

χηοσεν σερϖερ ισ ιδλε. 
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Υνφινισηεδ ωορκ ϖσ. νυµβερ ιν τηε σψστεµ 

Ιν α χονσταντ σερϖιχε τιµε σινγλε σερϖερ σψστεµ ωε ηαϖε τηε φολλοωινγ 

ρελατιονσηιπ βετωεεν τηε υνφινισηεδ ωορκ tV  ιν τηε σψστεµ ανδ τηε νυµβερ οφ 

χοστυµερσ tX  ιν τηε σψστεµ: Ζ ]tt VX & . Βασεδ ον τηισ ωε ηαϖε τηε φολλοωινγ ιδεντιτψ 

φορ τηε χοµπλεµενταρψ διστριβυτιονσ [1.7.5]:  

)()( nVPnXP tt Β&Β , φορ ν αν ιντεγερ. 

Παχκετ λοσσ προβαβιλιτψ ϖσ. θυευε λενγτη ταιλ προβαβιλιτψ 

Χονσιδερ α δισχρετε τιµε Γ/∆/1 σψστεµ ωιτη φιξεδ λενγτη παχκετ αρριϖαλσ (χελλσ). 

Αν υππερ βουνδ φορ τηε χελλ λοσσ προβαβιλιτψ χαν βε γιϖεν [1.7.5] βψ  

)( KXPP tloss Β% #ε , 

ωηερε ε∀ισ τηε λοαδ,∀ #
tX ισ τηε θυευε λενγτη ιν α ηψποτηετιχαλ ινφινιτε χαπαχιτψ θυευε. 

Τηε γενεραλιζεδ Βενε  φορµυλα 

Χονσιδερ α σερϖιχε σψστεµ ωιτη υνλιµιτεδ βυφφερ. Ασσυµε τηατ τηε σψστεµ ισ 

στατιοναρψ σο τηατ 0 ρεπρεσεντσ αν αρβιτραρψ τιµε ινσταντ. Τηε σερϖερ χαπαχιτψ ισ 1 υνιτ 

ωορκ περ υνιτ οφ τιµε. Τηε χοµπλεµενταρψ διστριβυτιον οφ τηε αµουντ οφ ωορκ ιν τηε 

σψστεµ ατ τιµε 0 χαν βε χοµπυτεδ [1.7.5] βψ 

(
Β

) &2Β9&Β
0

0 )0)()(()(
u

uVandduuxuPxVP ∋∋ , 

ωηερε )(t∋  ισ δεφινεδ βψ ttAt )& )()(∋ , 09t , ανδ Α(τ) ισ τηε αµουντ οφ ωορκ αρριϖινγ 

το τηε σψστεµ ιν τηε ιντερϖαλ [−τ,0). Τηε ρεσυλτ χοϖερσ αλλ ρεαλιζαβλε θυευεινγ σψστεµσ 

ανδ φουνδ το βε ϖερψ υσεφυλ ιν τελετραφφιχ τηεορψ. 

1.7.4.  Τηε Μ/Γ/1 θυευε  

Τηε θυευεινγ σψστεµ ωιτη Ποισσον αρριϖαλσ, γενεραλ σερϖιχε τιµε διστριβυτιονσ 

ανδ α σινγλε σερϖερ (Μ/Γ/1) ισ α ϖερψ ιµπορταντ χατεγορψ ιν τελετραφφιχ τηεορψ. Ιν τηισ 

συβσεχτιον ωε οϖερϖιεω τηε µαϕορ ρεσυλτσ ρελατεδ το τηισ θυευεινγ σψστεµ [1.7.1], 

[1.7.2], [1.7.3], [1.7.4]. 

Τηε φολλοωινγ νοτατιονσ αρε υσεδ: 
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Ω: ωαιτινγ τιµε ιν τηε θυευε  

Τ: ρεσπονσε τιµε ιν τηε σψστεµ 

Νθ: νυµβερ οφ χυστοµερσ ιν τηε θυευε 

Ν: νυµβερ οφ χυστοµερσ ιν τηε σψστεµ 

Σ: σερϖιχε τιµε 

Τηε αϖεραγε ωαιτινγ τιµε ανδ τηε νυµβερ οφ χυστοµερσ ιν τηε θυευε φορ τηε 

Μ/Γ/1 θυευεινγ σψστεµ αρε γιϖεν βψ τηε φολλοωινγ εθυατιονσ [1.7.2]: 

)1(2

)1)((
)(

2

ε
ε
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2

& ScSE
WE , 

)1(2

)1(
)(

22

ε
ε
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2

& S
q

c
NE ∀

ωηερε ε ισ τηε λοαδ οφ τηε θυευε ανδ 2
Sc  ισ τηε σθυαρεδ χοεφφιχιεντ οφ ϖαριατιον οφ τηε 

σερϖιχε τιµε, ι.ε. ςαρ(Σ)/Ε⊥2(Σ). 

Τηε διστριβυτιον οφ τηε νυµβερ οφ χυστοµερσ ιν τηε σψστεµ χαν βε χοµπυτεδ 

φροµ τηε Πολλαχζεκ−Κηινχηιν τρανσφορµ εθυατιον [1.7.2]:  
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ωηερε ][)( N
N zEzG &  τηε προβαβιλιτψ γενερατινγ φυνχτιον φορ Ν, ][)( sX

X eEsL )& τηε 

Λαπλαχε τρανσφορµ φορ Ξ ανδ Ο ισ τηε Ποισσον αρριϖαλ ρατε. Βασεδ ον τηισ κεψ εθυατιον 

τηε οβταινεδ θυευε λενγτη διστριβυτιονσ φορ τηε µοστ φρεθυεντλψ υσεδ Μ/Γ/1 σψστεµσ 

αρε συµµαριζεδ βελοω. 

Ηερε Η2 µεανσ τηε ηψπερεξπονεντιαλ διστριβυτιον γιϖεν βψ παραµετερσ Π1, Π2 

ανδ θ. Εκ ρεφερσ το τηε κ−Ερλανγιαν διστριβυτιον γιϖεν βψ παραµετερσ Π ανδ κ. Τηεσε 

τωο διστριβυτιονσ αρε ιµπορταντ βεχαυσε υσινγ τηεµ ωε χαν αππροξιµατε Μ/Γ/1 

σψστεµσ ωηερε τηε σθυαρεδ χοεφφιχιεντ οφ ϖαριατιον οφ τηε σερϖιχε τιµε λεσσ τηαν ορ 

εθυαλ το 1 (Μ/Εκ/1 θυευεσ) ανδ γρεατερ τηαν ορ εθυαλ το 1 (Μ/Η2/1 θυευεσ).  

Θυευε Θυευε λενγτη διστριβυτιον Π(N=n) 
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1.7.5.  Γενεραλ θυευεινγ σψστεµσ 

Γενεραλ θυευεινγ σψστεµσ (Γ/Γ/ν θυευεσ) αρε υσυαλλψ διφφιχυλτ το σολϖε βυτ 

τηερε αρε συβχλασσεσ τηατ χαν βε ηανδλεδ µορε εασιλψ τηαν οτηερσ. Φορ εξαµπλε, τηε 

Γ/Μ/1 θυευεινγ σψστεµ ισ λεσσ υσεφυλ τηαν τηε Μ/Γ/1 ιν δατα νετωορκσ βυτ τηε 

αναλψσισ ισ σιµπλερ τηαν ιτσ δυαλ παιρ. Α ρεµαρκαβλε ρεσυλτ οφ τηε Γ/Γ/1 σψστεµσ ισ τηε 

Λινδλεψ�σ ιντεγραλ εθυατιον [1.7.1], [1.7.3] ωηιχη γιϖεσ τηε στατιοναρψ ωαιτινγ τιµε 

διστριβυτιον: 

)()()( vdFvtFtF U

t

WW )& (
#)

, 

ωηερε τηε ρανδοµ ϖαριαβλε Υ =Σ−Α ωιτη Α δενοτινγ τηε τιµε βετωεεν τηε αρριϖαλσ οφ 

τωο χονσεχυτιϖε χυστοµερσ.  

1.7.6.  Τελετραφφιχ τεχηνιθυεσ 

Βεψονδ τηε χλασσιχαλ θυευεινγ µετηοδσ τηερε αρε νυµερουσ αππροξιµατιονσ, 

βουνδσ, τεχηνιθυεσ το ηανδλε τελετραφφιχ σψστεµσ. Ιν τηισ συβσεχτιον ωε οϖερϖιεω τηε 

µοστ σιγνιφιχαντ µετηοδσ. 

Τηε φλυιδ φλοω αππροξιµατιον [1.7.3] ισ α υσεφυλ τεχηνιθυε ωηεν ιν τηε τιµε 

σχαλε υνδερ ινϖεστιγατιον ωε ηαϖε λοτσ οφ τραφφιχ υνιτσ (παχκετσ). Ιν τηισ χασε ωε χαν 

τρεατ ιτ ασ α χοντινυουσ φλοω λικε φλυιδ εντερινγ α πιπινγ σψστεµ. Ωε χαν δεφινε Α(τ) 

ανδ ∆(τ) το βε τηε ρανδοµ ϖαριαβλεσ δεσχριβινγ τηε νυµβερ οφ αρριϖαλσ ανδ δεπαρτυρεσ 

ρεσπεχτιϖελψ ιν (0,τ). Τηε νυµβερ οφ χυστοµερσ ιν τηε σψστεµ ατ τιµε τ ισ Ν(τ)=Α(τ)−∆(τ), 

ασσυµινγ τηατ ινιτιαλλψ τηε σψστεµ ισ εµπτψ. Βψ τηε ωεακ λαω οφ λαργε νυµβερσ, ωηεν 

Α(τ) γετσ λαργε ιτ γετσ χλοσε το ιτσ µεαν ανδ τηισ ισ τηε σαµε φορ ∆(τ). Τηε φλυιδ φλοω 

αππροξιµατιον σιµπλψ ρεπλαχεσ Α(τ) ανδ ∆(τ) βψ τηε τηειρ µεανσ, ωηιχη αρε χοντινυουσ 

δετερµινιστιχ προχεσσεσ. Φλυιδ φλοω µοδελσ αρε φρεθυεντλψ υσεδ ιν τελετραφφιχ σψστεµσ 

µοδελινγ. 

Τηε φλυιδ φλοω αππροξιµατιον υσεσ µεαν ϖαλυεσ ανδ τηε ϖαριαβιλιτψ ιν τηε αρριϖαλ 

ανδ δεπαρτυρε προχεσσεσ ισ νοτ τακεν ιντο αχχουντ. Τηε διφφυσιον αππροξιµατιον 

[1.7.3] εξτενδσ τηισ µοδελ βψ µοδελινγ τηισ ϖαριαβιλιτψ (µοτιϖατεδ βψ τηε χεντραλ λιµιτ 

τηεορεµ) βψ νορµαλ διστριβυτιον αρουνδ τηε µεαν. ∆ιφφυσιον αππροξιµατιονσ αρε αλσο 
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αππλιεδ το σολϖε διφφιχυλτ θυευεινγ σψστεµσ. Φορ εξαµπλε, τηε ιν τηε χοµπλεξ Γ/Γ/1 

σψστεµ τηε θυευε λενγτη διστριβυτιον χαν βε οβταινεδ βψ διφφυσιον µετηοδσ. 

Αν αππροαχη βασεδ ον τηε ινφορµατιον τηεορψ χαλλεδ τηε µαξιµυµ εντροπψ 

µετηοδ [1.7.3] ισ οφτεν υσεφυλ ιν σολϖινγ τελετραφφιχ σψστεµσ. Τηε βασισ ισ Βερνουλλι�σ 

πρινχιπλε οφ ινσυφφιχιεντ ρεασονσ ωηιχη στατεσ τηατ αλλ εϖεντσ οϖερ α σαµπλε σπαχε 

σηουλδ ηαϖε τηε σαµε προβαβιλιτψ υνλεσσ τηερε ισ εϖιδενχε το τηε χοντραρψ. Τηε 

εντροπψ οφ α ρανδοµ ϖαριαβλε ισ µινιµυµ (ζερο) ωηεν ιτσ ϖαλυε ισ χερταιν. Τηε εντροπψ 

ισ µαξιµυµ ωηεν ιτσ ϖαλυε ισ υνιφορµλψ διστριβυτεδ βεχαυσε τηε ουτχοµε οφ αν εϖεντ 

ηασ µαξιµυµ υνχερταιντψ. Τηε ιδεα ισ τηατ τηε εντροπψ βε µαξιµιζεδ συβϕεχτ το ανψ 

αδδιτιοναλ εϖιδενχε. Τηε µετηοδ ισ συχχεσσφυλλψ υσεδ φορ εξαµπλε ιν θυευεινγ 

τηεορψ.  

Α νυµβερ οφ οτηερ µετηοδσ ηαϖε αλσο βεεν δεϖελοπεδ λικε θυευεινγ νετωορκσ 

ωιτη σεϖεραλ σολϖινγ τεχηνιθυεσ, φιξεδ ποιντ µετηοδσ, δεχοµποσιτιον τεχηνιθυεσ, ετχ. 

Ιντερεστεδ ρεαδερσ σηουλδ ρεφερ το τηε ρεφερενχε λιστ οφ τηισ χηαπτερ.   
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