
1.7.  Φοργαλοµελµλετ 

Σζερζ
!
: δρ. Μολν〈ρ Σ〈νδορ 

Λεκτορ: δρ.ϑερεβ Λ〈σζλ⌠ 

1.7.1.  Βεϖεζετσ 

Α φοργαλοµελµλετ [1.7.1], [1.7.7] α τ〈ϖκζλσι η〈λ⌠ζατοκ 

τελϕεστµνψαναλζισνεκ σ τερϖεζσνεκ αζ αλαπτυδοµ〈νψα. Αγνερ Κραρυπ Ερλανγ 

δ〈ν µατεµατικυσ (1878−1929) [1.7.6], ϖολτ αζ ελσ
!

, ακι α ΞΞ. σζ〈ζαδ ελεϕν 

µεγφογαλµαζτα α µατεµατικαι προβλµ〈τ. Αζ ελµλετ α τελεφονη〈λ⌠ζατοκ 

φεϕλεσζτσϖελ π〈ρηυζαµοσαν φεϕλ
!

δττ, σ λνψεγι ελεµϖ ϖ〈λτ α κλασσζικυσ 

τ〈ϖκζλσι η〈λ⌠ζατοκ τερϖεζσνεκ [1.7.7].  

Α φοργαλοµελµλετ, α καπχσολ〈σι σ η〈λ⌠ζατι τεχηνικ〈κ 〈ταλακυλ〈σα 

κϖετκεζτβεν λνψεγι ϖ〈λτοζ〈σον µεντ 〈τ αζ ελµλτ ϖτιζεδβεν, σ µαγαβ〈 

ολϖασζτοττα αζ οπερ〈χι⌠κυτατ〈σ σ α σορβαν〈λλ〈σελµλετ λεγϕαββ ερεδµνψειτ ισ. Α 

φοργαλοµελµλετ φολψαµατοσ εϖολχι⌠ϕα φιγψεληετ
!

 µεγ, αηογψαν α κλνφλε 

τυδοµ〈νψ〈γακ ερδεµνψειτ µαγ〈βα ιντεγρ〈λϕα σ αλκαλµαζζα. Α φοργαλοµελµλετ 

τ〈ργψα α φοργαλµι ιγνψεκ, η〈λ⌠ζατι ερ
!

φορρ〈σοκ σ α τελϕεστµνψϕελλεµζ
!

κ κζττι 

καπχσολατ µατεµατικαι µοδελλεζσε. Α φοργαλµι ιγνψεκ α τερµσζετκ σζεριντ 

στατισζτικυσακ, γψ α σζτοχηασζτικυσ φολψαµατοκ ελµλετβ
!

λ σζ〈ρµαζτατηατ⌠ακ.  

Εββεν α φεϕεζετβεν ελ
!

σζρ 〈ττεκιντϕκ α η〈λ⌠ζατι φοργαλοµ λεγφοντοσαββ 

ϕελλεµζ
!

ιτ. Α φοργαλοµ τερµσζετε αλπαϖετ
!

εν µεγηατ〈ροζζα αζτ α φοργαλοµελµλετετ 

αµι µα α ρενδελκεζσνκρε 〈λλ. Εζυτ〈ν 〈ττεκιντϕκ α φοργαλοµελµλετ ελεµειτ, 

βελερτϖε α ϕελλσεκετ, α ρενδσζερεκ τπυσαιτ σ α λεγφοντοσαββ φοργαλοµελµλετι 

σσζεφγγσεκετ. Αζ ισµερτετεττ αλαποκ αλκαλµαζ〈σα α 3.3 φεϕεζετβεν ταλ〈ληατ⌠, αηολ 

α φοργαλµι µοδελλεκετ σ τερϖεζσι ελϖεκετ ισµερτετϕκ.  

1.7.2.  Α η〈λ⌠ζατι φοργαλοµ ϕελλεµζ ι  

Α η〈λ⌠ζατι φοργαλοµ ϕελλεµζ
!

ι α µαι αδατη〈λ⌠ζατοκβαν (πλ. Ιντερνετ) τελϕεσεν 

ελτρνεκ α κλασσζικυσ τελεφονη〈λ⌠ζατοκ φοργαλµ〈νακ ϕελλεµζ
!

ιτ
!

λ, σ εγψ βονψολυλταββ 



προβλµ〈ϖαλ κελλ σζεµβενζννκ [1.7.8], [1.7.9]. Αζ ελτρσ λνψεγε, ηογψ α 

τελεφονφοργαλοµ λνψεγιλεγ στατικυσ ϕελλεγ ∀ . Εζρτ λεηετεττ τιπικυσ φεληασζν〈λ⌠ι 

ϖισελκεδστ ταλ〈λνι. Α φοργαλµι ϕελλεµζ
!

κ κορλ〈τοζοττ ϖ〈λτοζκονψσ〈γα πεδιγ λεηετ
!

ϖ 

τεττε, ηογψ 〈τλαγρτκεκκελ σζ〈µολϕυνκ, µελψεκ ϕ⌠λ λερτ〈κ α φοργαλοµ ϕελλεγτ. 

Α τελεφονη〈λ⌠ζατοκ φοργαλµ〈νακ στατικυσ ϕελλεγε τεττε λεηετ
!

ϖ, ηογψ ολψαν 

�υνιϖερζ〈λισ τρϖνψεκετ� ταλ〈λϕυνκ, µιντ α ηϖ〈σοκ κελετκεζσνεκ Ποισσον 

τερµσζετε [1.7.8], [1.7.9]. Εζ α �σζαβ〈λψ� αζτ µονδϕα, ηογψ α ηϖ〈σοκ φγγετλενεκ σ 

α ηϖ〈σοκ κζττι ιδ
!

 εξπονενχι〈λισ ελοσζλ〈σ. Α Ποισσον ηϖ〈σρκεζσι µοδελλνεκ 

ρενδκϖλ ναγψ ϖολτ α νπσζερ ∀ σγε αζ ελµλτ τϖεν ϖβεν. Α Ποισσον µοδελλ σικερε 

αζ εγψσζερ ∀ σγβεν ρεϕλικ, αµι α γψακορλατ σζ〈µ〈ρα εγψ φοντοσ κριτριυµ.  

Εγψ ηασονλ⌠ �υνιϖερζ〈λισ τρϖνψ� αζ, ηογψ α ΠΟΤΣ φοργαλοµβαν α ηϖ〈σοκ 

ταρτ〈σιδεϕε κζελτ
!

λεγ εξπονενχι〈λισ ελοσζλ〈σ. Εζ α µοδελλ σζιντν α λεγτββ 

εσετβεν ιγεν ϕ⌠λ κζελτι α ϖαλ⌠σ〈γοσ φολψαµατοκατ. Εζενκϖλ ρτκε αζ εγψσζερ ∀ σγ 

σ αναλιτικυσ κεζεληετ
!

σγ. Αννακ ελλενρε ηασζν〈λτ〈κ εζτ α µοδελλτ, ηογψ σοκσζορ α 

τελεφονηϖ〈σοκ ταρτ〈σιδεϕνεκ ελοσζλ〈σα ελτρτ αζ εξπονενχι〈λισ ϕελλεγτ
!

λ. Εζ αζ ελτρσ 

αζονβαν νεµ οκοζοττ ϕελεντ
!

σ ηιβ〈κατ αζ αναλζισβεν, αµι σζιντν α Ποισσον 

ηϖ〈σρκεζσι µοδελλνεκ κσζνηετ
!

. Υγψανισ σζ〈µοσ τελϕεστµνψϕελλεµζ
!

 Ποισσον 

ρκεζσι φολψαµατ εσετν νεµ φγγ α ταρτ〈σιδ
!

 ελοσζλ〈σ〈τ⌠λ, χσακ αννακ 

〈τλαγρτκτ
!

λ.  

ϑελεντ
!

σ ϖ〈λτοζ〈σ κϖετκεζεττ βε εζεν �υνιϖερζ〈λισ τρϖνψεκ� ρϖνψεσσγτ 

ιλλετ
!

εν αµικορ α τελεφονη〈λ⌠ζατοκατ νεµ χσακ βεσζδ, ηανεµ ΦΑΞ σ Ιντερνετ 

ηοζζ〈φρσρε ισ ηασζν〈λνι κεζδτκ. Εζεν σζολγ〈λτατ〈σοκ στατισζτικυσ τερµσζετε 

υγψανισ ϕελεντ
!

σεν ελτρ α βεσζδφοργαλοµτ⌠λ. Πλδ〈υλ α ηϖ〈σοκ δ
!

ταρταµα σοκκαλ 

ηοσσζαββ σ σοκκαλ ϖ〈λτοζκονψαββ, µιντ α βεσζδηϖ〈σοκ. Α ωεβ νπσζερ ∀ σγνεκ 

νϖεκεδσϖελ πεδιγ εγψρε τββ σ τββ εµβερ κεζδτε ελ ηασζν〈λνι α κλασσζικυσ 

τελεφονη〈λ⌠ζατοτ αζ Ιντερνετ ελρσρε. Εζεκ α ϖ〈λτοζ〈σοκ κσζτεττκ αρρα α κυτατ⌠κατ, 

ηογψ φελλϖιζσγ〈λϕ〈κ α ργι µοδελλεκετ. 

Αζ αδατη〈λ⌠ζατοκ φοργαλµ〈νακ τερµσζετε ϕελεντ
!

σεν ελτρ α 

τελεφονη〈λ⌠ζατοκτ⌠λ, δε µινδεν ολψαν πρ⌠β〈λκοζ〈σ, ηογψ α τελεφονη〈λ⌠ζατοκν〈λ ϕ⌠λ 

βεϖ〈λτ �υνιϖερζ〈λισ τρϖνψεκετ� ιττ ισ ταλ〈λϕυνκ, εδδιγ κυδαρχοτ ϖαλλοττ [1.7.8]. Εννεκ α 

λεγφ
!

ββ οκα, ηογψ αζ αδατη〈λ⌠ζατοκ φοργαλµα σοκκαλ ϖ〈λτοζκονψαββ µιντ α 

βεσζδφοργαλοµ. Λεεγψσζερ ∀ στϖε αζτ ισ 〈λλτηατϕυκ, ηογψ λεηετετλεν ταλ〈λνι 〈λταλ〈νοσ 

µοδελλτ, µερτ αζ αδατκοµµυνικ〈χι⌠βαν µινδεν εγψεσ καπχσολατ ιδεϕε α ναγψον 



ρϖιδτ
!

λ αζ εξτρµ ηοσσζιγ ϖ〈λτοζηατ σ αζ αδατσεβεσσγ ισ σζλεσ ταρτοµ〈νψβαν 

β〈ρµι λεηετ. Αζ αδατφοργαλοµνακ νινχσ µεγ αζ α ηοµογν τερµσζτε, µιντ α 

βεσζδφοργαλοµνακ. Αζ αδατφοργαλοµ βρσζτσσγνεκ αζ εγψικ φ
!

 οκα αζ, ηογψ ιττ 

τββνψιρε γπεκ κοµµυνικ〈λνακ εγψµ〈σσαλ σ νεµ εµβερεκ.  

Αζ αδατφοργαλοµ ναγψ ϖ〈λτοζκονψσ〈γ〈τ µεγταλ〈λϕυκ µινδ αζ ιδ !  

ταρτοµ〈νψ〈βαν (α φοργαλοµ σσζεφγγ
!

σγι καπχσολαται νεµ χσενγενεκ λε 

εξπονενχι〈λισ γψορσασ〈γγαλ, µιντ α βεσζδφοργαλοµ εσετβεν ηανεµ ανν〈λ σοκκαλ 

λασσαββαν, ηοσσζ ιδεϕ ∀  σσζεφγγσεκ ισ ϕελεν ϖαννακ) µινδ α µρετ 

ταρτοµ〈νψ〈βαν (α φοργαλµι εγψσγεκ µρετνεκ ελοσζλ〈σα νεµ εξπονενχι〈λισ, µιντ 

βεσζδφοργαλοµν〈λ, ηανεµ α ηοσσζ φαρκ ελοσζλ〈σοκ α τιπικυσακ, πλ. α ωεβ 〈λταλ 

λετλτττ οβϕεκτυµοκ µρετε). Εζεν τνψεζ
!

κ µιαττ ϕ µοδελλεκ σ τεχηνικ〈κ 

κιφεϕλεσζτσε φοντοσσ〈 ϖ〈λτ. Α ηοσσζαββ ιδ
!

σκ〈λ〈ϕ σσζεφγγ
!

σγι στρυκτρ〈τ 

στατισζτικυσαν λερηατϕυκ α ηοσσζ ιδεϕ ∀  σσζεφγγ ! σγγελ (λονγ−ρανγε δεπενδενχε, 

ΛΡ∆) αηολ αζ αυτοκορρελ〈χι⌠σ φγγϖνψνεκ ηατϖ〈νψαλακ λεχσενγσε ϖαν. Αζ εξτρµ 

µρετβελι ϖ〈λτοζκονψσ〈γοτ πεδιγ α ϖγτελεν σζ⌠ρ〈σ ηοσσζ φαρκ ελοσζλ〈σοκ 

σεγτσγϖελ (ηεαϖψ−ταιλεδ διστριβυτιονσ) ρηατϕυκ λε, αµι πλ. α Παρετο ελοσζλ〈σσαλ ϖαλ⌠ 

µοδελλεζστ ϕελεντηετι. Α ηατϖ〈νψαλακ λεχσενγσι τυλαϕδονσ〈γοκ µινδ τρβεν σ 

µρετβεν γψακραν οκοζζ〈κ αζτ, ηογψ α φοργαλοµνακ φρακτ〈λισ τερµσζετε ϖαν [1.7.8].  

Α φρακτ〈λτυλαϕδονσγοκ εγψικ φοντοσ µεγϕελενσε αζ νηασονλ⌠σ〈γ. Εζ αζτ 

ϕελεντι, ηογψ α φοργαλοµ σζ〈µοσ στατισζτικυσ ϕελλεµζ
!

ϕε αζονοσ µαραδ τββ ιδ
!

σκ〈λ〈ν 

κερεσζτλ. Αζ εγψσζερ ∀  νηασονλ⌠ µοδελλεκ, αµελψεκετ αζ ελµλτ ϖτιζεδβεν 

σζλεσκρβεν αλκαλµαζτακ γψ τ ∀ νικ σικερεσεν τυδϕ〈κ µοδελλεζνι α φρακτ〈λισ 

αδατφοργαλµατ. Α ϕελενλεγι κυτατ〈σοκ αζονβαν αζτ µυτατϕ〈κ, ηογψ α φοργαλοµνακ 

σοκκαλ κιφινοµυλταββ βρσζτσζερκεζετε ϖαν, αµελψετ ινκ〈ββ α µυλτιφρακτ〈λ µοδελλεκ 

σεγτσγϖελ λεηετ λερνι. Αηολ α µονοφρακτ〈λ ϕελλεγ ∀  νηασονλ⌠ µοδελλεκ νεµ 

µεγφελελ
!

εκ, ιλψεν µυλτιφρακτ〈λ µοδελλεκ αλκαλµαζ〈σα ϖ〈λικ σζκσγσζερ ∀ ϖ [1.7.8]. 

Αζ αδατφοργαλοµ ϕελλεγνεκ ναγψ ϖ〈λτοζκοψσ〈γα µελλεττ εγψβ τνψεζ
!

κ ισ 

µεγνεηεζτικ αζ αδατφοργαλοµ µοδελλεζστ. Αζ Ιντερνετ φοργαλµα µεγδυπλ〈ζ⌠δικ 

µινδεν ϖβεν. Εζ α γψορσ φοργαλοµ νϖεκεδσ σ αζ ελ
!

ρε νεµ λ〈τηατ⌠ ϕ, εσετλεγ 

τµεγεσεν ϕελεντκεζ
!

 αλκαλµαζ〈σοκ (�κιλλερ αππλιχατιονσ�) φελβορτηατ µινδεν ϕϖ
!

ρε 

ϖονατκοζ⌠ φοργαλµι πρεδικχι⌠τ. Μινδαµελλετ εδδιγ αζ Ιντερνετ τρτνετβεν χσακ 

η〈ροµ ιλψεν αλκαλµαζ〈σ ϖολτ, αµι δρασζτικυσαν µεγϖ〈λτοζταττα αζ Ιντερνετ φοργαλοµ 

τερµσζεττ (αζ ε−µαιλ, α ωεβ σ α µαναπσ〈γ τερϕεδ
!

 Ναπστερ (ζενει µ ∀ σοροκ 



χσερϕε) τιπυσ αλκαλµαζ〈σοκ), δε σενκι σεµ τυδϕα, ηογψ µικορ ϕελενικ µεγ εσετλεγ 

εγψ ολψαν νπσζερ ∀  αλκαλµαζ〈σ αµι αλαπϖετ
!

εν µεγϖ〈λτοζτατϕα αζ Ιντερνετ 

φοργαλµ〈νακ σσζεττελτ. Α ηελψζετ µγ βονψολυλταββ〈 ϖ〈λικ, ηα α κλνβζ
!

 

αλκαλµαζ〈σοκ ελτρ
!

 µιν
!

σγι κϖετελµνψειτ (Θυαλιτψ οφ Σερϖιχε, ΘοΣ) ισ φιγψελεµβε 

ϖεσσζκ, αµελψεκ ελτρ
!

 φοργαλµι ϕελλεγετ ισ ϖοννακ µαγυκ υτ〈ν.  

Αννακ ρδεκβεν, ηογψ λερηασσυκ α φοργαλοµ ϕελλεµζ
!

ιτ µινδ α στρεαµινγ 

µινδ αζ ελασζτικυσ φοργαλοµ εσετβεν σζ〈µοσ µοδελλτ φεϕλεσζτεττεκ κι. Α µεγφελελ
!

 

µοδελλ αλαπϕ〈ν πεδιγ κιδολγοζηατ⌠ αζ αλκαλµασ µρετεζσι τεχηνικα. Α 3.3. 

φεϕεζετβεν α φοντοσαββ µοδελλεκετ σ µρετεζσι ελϖεκετ ισµερτετϕκ.  

1.7.3.  Α φοργαλοµελµλετ αλαπφογαλµαι  

Εββεν α φεϕεζετεν α λεγφοντοσαββ φοργαλοµελµλετι αλαπελϖεκετ ισµερτετϕκ 

[1.7.1]. 

1.7.3.1.  Φογαλµακ σ ϕελλσρενδσζερ 

Α η〈λ⌠ζατβαν εγψ καπχσολατ φελπτσι ιγνψτ ηϖ〈σνακ νεϖεζνκ, αµελψετ εγψ 

ελ ! φιζετ !  κεζδεµνψεζ. Α ηϖ〈σ ιδ
!

ταρταµα α ταρτ〈σι ιδ !  ϖαγψ κισζολγ〈λ〈σι ιδ ! . Α 

φοργαλοµ αζ εγψγνψι ιδ
!

ρε εσ
!

 τελϕεσ τατ〈σιδ
!

. Α φοργαλοµ εγψσγε αζ ερλανγ (ερλ 

ϖαγψ Ε) αµελψετ α φοργαλοµελµλετ µεγαλαπτ⌠ϕ〈ρ⌠λ νεϖεζτεκ ελ.  

Α φοργαλοµνακ α κϖετκεζ
!

 φοντοσ τυλαϕδονσ〈γαι ϖαννακ: 

1. Α φοργαλοµ (φελαϕ〈νλοττ φοργαλοµ) α=χη (ερλ) αηολ χ αζ εγψσγνψι ιδ
!

 αλαττ 
κεζδεµνψεζεττ ηϖ〈σοκ σζ〈µα σ η αζ 〈τλαγοσ ταρτ〈σιδ

!
. 

2. Α φοργαλοµ (φελαϕ〈νλοττ φοργαλοµ) εγψενλ
!

 αζ 〈τλαγοσ ταρτ〈σιδ
!

 αλαττ 
κεζδεµνψεζεττ ηϖ〈σοκ σζ〈µ〈ϖαλ. 

3. Α φοργαλοµ (〈τϖιττ φοργαλοµ) αµιτ εγψ τρνκ τοϖ〈ββτ αζ εγψενλ
!

 α τρνκ 
φογλαλτσ〈γ〈νακ ϖαλ⌠σζν ∀ σγϖελ.  

4. Α φοργαλοµ (〈τϖιττ φοργαλοµ) αµιτ εγψ τρνκχσοπορτ τοϖ〈ββτ αζ εγψενλ
!

 α 
χσοπορτβαν λεϖ

!
 φογλαλτ τρνκκ σζ〈µ〈νακ 〈τλαγ〈ϖαλ.  

1.7.3.2.  Φοργαλοµελµλετι ρενδσζερεκ οσζτ〈λψοζ〈σα 

Καπχσολ⌠ρενδσζερ α βεµενετι πορτοκατ κτι σσζε α µεγφελελ
!

 (κιϕελλτ, 

κιϖ〈λασζτοττ) κιµενετι ποτρτοκκαλ. Εγψ ρενδσζερτ τελϕεσεν ελρηετ ! νεκ νεϖεζνκ, ηα 

β〈ρµελψικ βεµενετι πορτ β〈ρµελψικ κιµενετι πορτηοζ χσατλακοζτατηατ⌠. Τορλ⌠δ〈σνακ 



νεϖεζζκ α ρενδσζερ αζον 〈λλαποτ〈τ αµικορ ϖαλαµιλψεν καπχσολατ νεµ λτεστηετ
!

 α 

φογλαλτ κιµενετι πορτοκ ϖαγψ φογλαλτ βελσ
!

 υτακ µιαττ. Α ρενδσζερτ ϖ〈ρακοζ〈σοσ 

ρενδσζερνεκ νεϖεζζκ, ηα τορλ⌠δ〈σ εσετν α βεϕϖ
!

 ηϖ〈σ ϖ〈ρακοζνι τυδ. 

Αµεννψιβεν νινχσ ϖ〈ρακοζ〈σι λεηετ
!

σγ τορλ⌠δ〈σ εσετν, α ρενδσζερτ ϖεσζτεσγεσ 

ρενδσζερνεκ νεϖεζζκ. 

Α τελϕεσ ελρηετ
!

σγ ∀  ρενδσζερεκετ α κϖεκεζ
!

κππεν ρηατϕυκ λε [1.7.1]: 

1. Βεµενετι φολψαµατ: Εζ α ηϖ〈σοκ ρκεζσνεκ φολψαµατ〈τ ρϕα λε. 

2. Κισζολγ〈λ⌠ µεχηανιζµυσ: Εζ λερϕα α κιµενετεκ σζ〈µ〈τ, α κισζολγ〈λασι ιδ
!

 
ελοσζλ〈σ〈τ, στβ.  

3. Σορβαν〈λλ〈σι δισζχιπλνα: Εζ σπεχιφικ〈λϕα α ηϖ〈σ κεζελσνεκ µ⌠δϕ〈τ 
τορλ⌠δ〈σ εσετν. Κσλελτετσεσ ρενδσζερεκβεν α λεγεγψσζερ ∀ ββ σορβαν〈λλ〈σι 
σζαβ〈λψ α �φιρστ−ιν φιρστ−ουτ� (ΦΙΦΟ), �λαστ−ιν φιρστ−ουτ� (ΛΙΦΟ), πριοριτ〈σοσ 
ρενδσζερεκ, προχεσσζορ µεγοσζτ〈σ, στβ.  

Α τελϕεσ ελρηετ
!

σγ ∀  ρενδσζερεκ οσζτ〈λψοζ〈σ〈ρα α Κενδαλλ ϕελλσρενδσζερτ 

ηασζν〈λϕυκ [1.7.1], [1.7.3], [1.7.4] ∆αϖιδ Α. Κενδαλλ βριτ στατισζτικυσ τισζτελετρε: 

Α/Β/Χ/∆/Ε−Φ 

αηολ  

!∀ Α ϕελλι αζ ρκεζσεκ κζττι ιδ
!

 ελοσζλ〈σ〈τ,  

!∀ Β ϕελλι α κισζολγ〈λ〈σι ιδ
!

 ελοσζλ〈σ〈τ,  

!∀ Χ ϕελλι α π〈ρηυζαµοσ κισζολγ〈λ⌠κ σζ〈µ〈τ,  

!∀ ∆ ϕελλι α ρενδσζερ καπαχιτ〈σ〈τ,  

!∀ Ε ϕελλι α ϖγεσ φεληασζν〈λ⌠ ποπυλ〈χι⌠ ναγψσ〈γ〈τ  

!∀ Φ ϕελλι α σορβαν〈λλ〈σι σζαβ〈λψτ.  

Α κϖετκεζ
!

 ϕελλσεκ ηασζν〈λατοσακ: 

!∀ Μ: εξπονενχι〈λισ (µαρκοϖι) 

!∀ Εκ: κ−〈λλαποτ Ερλανγ  

!∀ Ην: ν−ρενδ ∀  ηιπερεξπονενχι〈λισ 

!∀ ∆: δετερµινισζτικυσ  

!∀ Γ: 〈λταλ〈νοσ 

!∀ ΓΙ: 〈λταλ〈νοσ φγγετλεν 

!∀ ΜΜΠΠ: µαρκοϖ µοδυλ〈λτ Ποισσον φολψαµατ 

!∀ ΜΑΠ: Μαρκοϖ ρκεζσι φολψαµατ  



Πλδ〈υλ αζ Μ/Μ/1/# /# −ΦΧΦΣ ϕελλσ εγψ ολψαν σορβαν〈λλ〈σι ρενδσζερτ 

ρεπρεζεντ〈λ, µελψβεν Ποισσον ρκεζσεκ ϖαννακ σ α κισζολγ〈λ〈σι ιδ
!

 εξπονενχι〈λισ 

ελοσζλ〈σ. Α ρενδσζερνεκ εγψ κισζολγ〈λ⌠ϕα ϖαν σ ϖγτελεν µρετ ∀  τ〈ρολ⌠ϕα. Α 

φεληασζν〈λ⌠κ ποπυλ〈χι⌠ϕα ϖγτελεν σ �ελ
!

σζρ βε ελ
!

σζρ σζολγ〈λ� α κισζολγ〈λ〈σι 

σζαβ〈λψ. ∀

1.7.3.3.  Αλαπσσζεφγγσεκ 

ΠΑΣΤΑ 

Ποισσον ρκεζσι φολψαµατ εστν (εξπονενχι〈λισ αζ ρκεζσεκ κζττι ιδ
!

κ 

ελοσζλ〈σα) 〈λλανδ⌠συλτ 〈λλαποτβαν εγψ τετσζ
!

λεγεσ πιλλανατβαν αζ ακτϖ καπχσολατοκ 

σζ〈µ〈νακ ελοσζλ〈σα εγψενλ
!

 αζ ρκεζσ πιλλανατ〈βαν λεϖ
!

 καπχσολατοκ σζ〈µ〈νακ 

ελοσζλ〈σ〈ϖαλ. Εννεκ αζ σσζεφγγσνεκ ΠΑΣΤΑ (Ποισσον αρριϖαλσ σεε τιµε αϖεραγεσ) 

α νεϖε [1.7.1] µερτ εζ α ϖαλ⌠σζν ∀ σγ εγψενλ
!

 αζ ακτϖ καπχσολατοκ 〈τλαγοσ 

ιδ
!

η〈νψαδ〈ϖαλ ηα ηοσσζ ιδ
!

ν κερεσζτ ∀ λ ϖιζσγ〈λϕυκ α ρενδσζερτ.  

Μαρκοϖ τυλαϕδονσ〈γ  

Εξπονενχι〈λισ ρκεζσεκ κζττι ιδ
!

κ ελοσζλ〈σα εσετν εγψ τετσζ
!

λεγεσ 

ιδ
!

πιλλανατ υτ〈ν α η〈τραλϖ
!

 ιδ
!

 ελοσζλ〈σα ισ εξπονενχι〈λισ υγψαναζζαλ α παραµτερρελ, 

αζ α µοδελλ, µελψνλ αζ ρκεζσεκ κζττι ιδ
!

 σ α κισζολγ〈λ〈σι ιδ
!

 ισ εξπονενχι〈λισ 

Μαρκοϖι µοδελλ [1.7.1]. Εττ
!

λ ελτρ
!

 εσετεκβεν α µοδελλτ νεµ Μαρκοϖι µοδελλνεκ 

νεϖεζζκ. 

Λιττλε Φορµυλα 

Αζ Ν=ΘΩ σσζεφγγστ Λιττλε φορµυλ〈νακ [1.7.1], [1.7.3], [1.7.4] νεϖεζζκ, αηολ 

Ν α ρενδσζερβεν ταρτοζκοδ⌠ ιγνψεκ 〈τλαγοσ σζ〈µα, Θ∀αζ ιγνψεκ 〈τλαγοσ ρκεζσι 

ιντενζιτ〈σα σ Ω αζ 〈τλαγοσ ϖ〈ρακοζ〈σι ιδ
!

 α ρενδσζερβεν. Α Λιττλε φορµυλα ρϖνψεσ 

µινδεν σταχιον〈ριυσ ρενδσζερρε αηολ α ρενδσζερβεν ιγνψεκ νεµ σζλετνεκ σ νεµ 

ϖεσζνεκ ελ.  

ςεσζτεσγι Φορµυλα 

Αννακ α ϖαλ⌠σζν ∀ σγε, ηογψ εγψ τετσζ
!

λεγεσ ιγνψ ελϖσζ α ρενδσζερβεν 

[1.7.5]  



φ
γ)

)&
1

1lossP , 

Α ϖεσζτεσγι φορµυλα τββκισζολγ〈λ⌠σ ρενδσζερεκρε ισ ρϖνψεσ, αηολ φ αζ εγψ 

κισζολγ〈λ⌠ρα ϕυτ⌠ 〈τλαγοσ κιηασζν〈λτσ〈γ σ γ α ϖαλ⌠σζν ∀ σγε αννακ, ηογψ εγψ 

τετσζ
!

λεγεσ κισζολγ〈λ⌠ σζαβαδ. 

Η〈τραλϖ  µυνκα σ α ρενδσζερβεν λεϖ  ιγνψεκ σζ〈µα 

ℑλλανδ⌠ κισζολγ〈λ〈σι ιδεϕ ∀  εγψ κισζολγ〈λ⌠σ ρενδσζερβεν α κϖετκεζ
!

 αζ 

σσζεφγγσ α ητραλϖ
!

 µυνκα (υνφινισηεδ ωορκ) tV  σ α ρενδσζερβεν λεϖ
!

 ιγνψεκ 

σζ〈µα tX  κζττ: Ζ ]tt VX & . Εζ αλαπϕ〈ν α κϖετκεζ
!

 κοµπλεµεντερ ελοσζλ〈σφγγϖνψ 

ρηατ⌠ φελ [1.7.5]:  

)()( nVPnXP tt Β&Β , αηολ ν εγσζ. 

Χσοµαγϖεσζτσι ϖαλ⌠σζν σγ σ σορηοσσζ φαροκελοσζλ〈σ  

Τεκιντσνκ εγψ δισζκρτ ιδεϕ ∀  Γ/∆/1 ρενδσζερτ 〈λλανδ⌠ χσοµαγηοσσζαλ (χελλ〈κ). 

Α χελλαϖεσζτσι ϖαλ⌠σζν ∀ σγρε α κϖετκεζ
!

 φελσ
!

 κορλ〈τοτ ρηατϕυκ φελ [1.7.5]  

)( KXPP tloss Β% #φ , 

αηολ φ∀α κιηασζν〈λτσ〈γ,∀ #
tX α σορηοσσζ εγψ ηιποτετικυσ ϖγτελεν καπαχιτ〈σ 

σορβαν. 

Αζ 〈λταλ〈νοστοττ Βενε  φορµυλα 

Τεκιντσνκ εγψ κισζολγ〈λ〈σι ρενδσζερτ ϖγτελεν καπαχιτ〈σ τ〈ρολ⌠ϖαλ. 

Ττελεζζκ φελ, ηογψ α ρενδσζερ σταχιον〈ριυσ, τεη〈τ α 0 ιδ
!

ποντ εγψ τετσζ
!

λεγεσ 

ιδ
!

ποντοτ ρεπρεζεντ〈ληατ. Α κισζολγ〈λ〈σι καπαχιτ〈σ 1 εγψσγνψι µυνκα εγψσγνψι ιδ
!

 

αλαττ. Α ρενδσζερβεν λεϖ
!

 µυνκα κοµπλεµεντερελοσζλ〈σ φγγϖνψε α 0 ιδ
!

πντβαν 

[1.7.5]  

(
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uVésduuxuPxVP ∋∋ , 

αηολ, u εγψ ιδ
!

, ttAt )& )()(∋ , 09t , σ Α(τ) α ρενδσζερβε ρκεζ
!

 µυνκα ιδ
!

 

εγψσγβεν κιφεϕεζϖε α [−τ,0) ιντερϖαλλυµβαν. Εζ αζ ερεδµνψ ρϖνψεσ α λεγτββ 



σζ〈µυνκρα ρδεκεσ σορβαν〈λλ〈σι ρενδσζερρε σ ρενδκϖ ∀ λ ηασζνοσνακ βιζονψυλτ α 

φοργαλοµελµλετβεν.  

1.7.4.  Αζ Μ/Γ/1 σορβαν〈λλ〈σι ρενδσζερ 

Αζ αζ εγψκισζολγ〈λ⌠σ σορβαν〈λλ〈σι ρενδσζερ µελψβεν αζ ιγνψεκ Ποισσον 

φολψαµατ σζεριντ ρκεζνεκ σ α κισζολγ〈λ〈σι ιδ
!

 τετσζ
!

λεγεσ ελοσζλ〈σ (Μ/Γ/1) εγψ 

φοντοσ κατεγ⌠ρια. Α κϖετκεζ
!

κβεν 〈ττεκιντϕκ εζεν ρενδσζερ λνψεγεσ ϕελλεµζ
!

ιτ 

[1.7.1], [1.7.2], [1.7.3], [1.7.4]. 

Α κϖετκεζ
!

 ϕελλσεκετ ηασζν〈λϕυκ: 

!∀ Ω: ϖ〈ρακοζ〈σι ιδ
!

 α σορβαν  

!∀ Τ: α ρενδσζερ ϖ〈λασζαδ〈σι ιδεϕε  

!∀ Νθ: ιγνψεκ σζ〈µα α σορβαν  

!∀ Ν: ιγνψεκ σζ〈µα α ρενδσζερβεν  

!∀ Σ: κισζολγ〈λ〈σι ιδ
!

 

Αζ 〈τλαγοσ ϖ〈ρακοζ〈σι ιδ
!

 σ αζ ιγνψεκ 〈τλαγοσ σζ〈µα α σορβαν αζ Μ/Γ/1 

ρενδσζερβεν α κϖετκεζ
!

κππεν σζ〈µτηατ⌠ [1.7.2]: 
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 ρελατϖ σζ⌠ρ〈σνγψζετε: 
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Α ρενδσζερβεν λεϖ
!

 ιγνψεκ σζ〈µ〈νακ ελοσζλ〈σα α Πολλαχζεκ−Κηινχηιν 

εγψενλετ σεγτσγϖελ σζ〈µοληατ⌠ [1.7.2]:  
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αηολ )(zGN  αζ Ν γενερ〈τορφγγϖνψε, )(sLX  αζ Ξ Λαπλαχε τρανσζφορµ〈λτϕα σ Θ 

α Ποισσον φολψαµατ ρκεζσι ιντενζιτ〈σα. Εζ αλαπϕ〈ν α λεγφοντοσαββ Μ/Γ/1 

ρενδσζερεκρε α κϖετκεζ
!

 ερεδµνψεκ αδ⌠δνακ. 



Α τ〈βλ〈ζατβαν Η2 α ηιπερεξπονενι〈λισ ελοσζλ〈στ ϕελεντι Ρ1, Ρ2 σ θ 

παραµτερεκκελ. Εκ ϕελλι α κ 〈λλαποτ Ερλανγ ελοσζλ〈στ Ρ σ κ παραµτερεκκελ. Εζ α 

κτ ελοσζλ〈σ αζρτ φοντοσ, µερτ σεγτσγκελ τετσζ
!

λεγεσ Μ/Γ/1 ρενδσζερτ 

κζελτηετνκ. Αηολ α κισζολγ〈λ〈σι ιδ
!

 ρελατϖ σζ⌠ρ〈σνγψζετε 1 ϖαγψ αζ αλαττ ϖαν αζ 

Μ/Εκ/1 ρενδσζερτ, αηολ εζ αζ ρτκ 1 ϖαγψ ανν〈λ ναγψοββ αζ Μ/Η2/1 ρενδσζερτ 

ηασζν〈ληατϕυκ αζ αππροξιµ〈χι⌠ηοζ.  

1.7.5.  ℑλταλ〈νοσ σορβαν〈λλ〈σι ρενδσζερεκ 

Αζ 〈λταλ〈νοσ σορβαν〈λλ〈σι ρενδσζερεκ (Γ/Γ/ν σοροκ) ρενδσζεριντ νεηεζεν 

κεζεληετ
!

εκ, δε ϖαν νη〈νψ ολψαν αλοσζτ〈λψ αµελψ αναλιτικυσαν ισ ϕ⌠λ κεζεληετ
!

. 

Πλδ〈υλ αζ Γ/Μ/1 τιπυσ σορβαν〈λλ〈σι ρενδσζερεκ κεϖσβ φοντοσακ µιντ αζ Μ/Γ/1 

δυ〈λπ〈ρϕυκ, δε αζ αναλζισκ µγισ εγψσζερ ∀ ββ. Εγψ φοντοσ ερεδµνψε α Γ/Γ/1 

ρενδσζερεκ αναλζισνεκ α Λινδλεψ�σ ιντεγρ〈λ εγψενλετ [1.7.1], [1.7.3] αµιϖελ α 

σταχιον〈ριυσ ϖ〈ρακοζ〈σι ιδ
!

 ελοσζλ〈σα σζ〈µτηατ⌠: 

)()()( vdFvtFtF U

t

WW )& (
#)

, 

αηολ Υ =Σ−Α σ Α ϕελλι αζ ιδ
!

τ κτ εγψµ〈σ υτ〈ν ρκεζ
!

 ιγνψ κζττ.  

1.7.6.  Φοργαλοµελµλετι τεχηνικ〈κ 

Α κλασσζικυσ σορβαν〈λλ〈σι µ⌠δσζερεκεν κϖλ σζ〈µοσ αππροξιµ〈χι⌠τ, κορλ〈τοτ 

σ τεχηνικ〈τ δολγοζτακ κι α φοργαλοµελµλετι ρενδσζερεκ κεζελσρε. Εββεν α 

φεϕεζετβεν 〈ττεκιντνκ νη〈νψατ α λεγφοντοσαββακ κζλ.  

Α φολψαδκµοδελλ αππροξιµ〈χι⌠ [1.7.3] εγψ ναγψον ηασζνοσ αππροξιµ〈χι⌠, 

αµικορ α ϖιζσγ〈λτ ιδ
!

σκ〈λ〈ν ρενγετεγ φοργαλµι εγψσγ ταλαληατ⌠ (πλ. χσοµαγοκ). 

Σορβαν〈λλ〈σι ρενδσζερ Σορηοσσζ ελοσζλ〈σ Π(Ν=ν) 
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Εββεν αζ εσετβεν α φοργαλµατ τεκιντηετϕκ εγψ φολψτονοσ φολψαµνακ, ηασονλ⌠αν 

αηογψ α φολψαδκ 〈ραµλικ εγψ χσ
!

ρενδσζερβεν. Λεγψεν Α(τ) σ ∆(τ) α (0,τ) 

ιντερϖαλλυµβαν ρκεζ
!

, ιλλετϖε τ〈ϖοζ⌠ ιγνψεκ σζ〈µα. Αζ ιγνψεκ σζ〈µα α 

ρενδσζερβεν αδοττ τ ιδ
!

ποντβαν Ν(τ)=Α(τ)−∆(τ), αηολ φελττελεζζκ, ηογψ α ρενδσζερ 

ερεδετιλεγ ρεσ ϖολτ. Α ναγψ σζ〈µοκ γψενγε τρϖνψε αλαπϕ〈ν αµιντ Α(τ) νϖεκσζικ 

εγψρε κζελεββ κερλ αννακ 〈τλαγρτκηεζ, σ υγψανεζ ρϖνψεσ ∆(τ) ρτκρε ισ. Α 

φολψαδκµοδελλ αππροξιµ〈χι⌠βαν εγψσζερ ∀ εν αζ Α(τ) σ α ∆(τ) ϖλετλεν ϖ〈λτοζ⌠κατ 

ηελψεττεστϕκ αζοκ 〈τλαγ〈ϖαλ. ⊆γψ ϖγερεδµνψβεν εγψ φολψτονοσ δετερµινισζτικυσ 

φολψαµατοτ καπυνκ. Α φολψαδκµοδελλεκετ ναγψον γψακραν ηασζν〈λϕ〈κ α 

φοργαλοµελµλετβεν.  

Α φολψαδκµοδελλ αππροξιµ〈χι⌠ αζ 〈τλαγρτκεκετ ηασζν〈λϕα, δε αζ ρκεζσι 

φολψαµατ ϖ〈λτοζκονψσ〈γα εζεν ρτκεκ κρλ νινχσ σζ〈µτ〈σβα ϖϖε. Α διφφζι⌠σ 

αππροξιµ〈χι⌠ [1.7.3] κιτερϕεσζτι εζτ α µοδελλτ σ α κζποντ ηατ〈ρελοσζλ〈σ ττελ αλαπϕ〈ν 

αζ 〈τλαγ κρλι ϖ〈λτοζ〈σοκατ νορµ〈λισ ελοσζλ〈σσαλ µοδελλεζι. Α διφφζι⌠σ αππροξιµ〈χι⌠ 

σεγτσγϖελ βονψολυλτ σορβαν〈λλ〈σι ρενδσζερεκετ αναλιζ〈ληατυνκ. Πλδ〈υλ α χοµπλεξ 

Γ/Γ/1 ρενδσζερ σορηοσσζ ελσζλ〈σα σζ〈µτηατ⌠ διφφζι⌠σ αππροξιµ〈χι⌠ σεγτσγϖελ.  

Εγψ ρδεκεσ µ⌠δσζερ αµιτ α µαξιµυµ εντρ⌠πια µ⌠δσζερνεκ [1.7.3] ηϖνακ 

αζ ινφορµ〈χι⌠ελµλετβ
!

λ σζ〈ρµαζικ. Αζ αλαπελϖ α Βερνουλλι φλε ελγτελεν ινφορµ〈χι⌠κ 

ελϖε, αµελψ αζτ 〈λλτϕα, ηογψ ηα σεµµιλψεν ινφορµ〈χι⌠νκ νινχσ εγψ ϖαλ⌠σζν ∀ σγι 

ϖ〈λτοζ⌠ρ⌠λ, ακκορ εγψενλετεσ ελοσζλ〈σνακ φελττελεζηετϕκ. Εγψ ϖαλ⌠σζν ∀ σγι ϖ〈λτοζ⌠ 

εντρ⌠πι〈ϕα µινιµυµ (ζρο) αµικορ ρτκε ισµερτ, βιζονψοσ. Αζ εντρ⌠πια µαξιµ〈λισ 

αµικορ α ϖ〈λτοζ⌠ εγψενλετεσ ελοσζλ〈σ, µερτ εγψ εσεµνψ κιµενετελνεκ µαξιµ〈λισ 

α βιζονψταλανσ〈γα. Αζ τλετ αζ, ηογψ αζ εντρ⌠πι〈τ µαξιµαλιζ〈ληατϕυκ κλσ
!

 φελττελεκ 

ισµερετβεν. Α µ⌠δσζερτ σικερρελ αλκαλµαζζ〈κ α σορβαν〈λλ〈σελµλετβεν.  

Εγψβ µ⌠δσζερεκετ, µιντ πλ. α σορβαν〈λλ〈σι η〈λ⌠ζατοκ σζ〈µοσ µεγολδ〈σι 

τεχηνικ〈ϖαλ (φιξποντοσ µ⌠δσζερ, δεκοµποζχι⌠σ τεχηνικ〈κ) σζιντν σζπ σζ〈µµαλ 

φεϕλεσζτεττεκ κι. Αζ ρδεκλ
!

δ
!

 ολϖασ⌠κ αζ ιροδαλοµϕεγψζκβεν ταλ〈λνακ ρεφερενχι〈κατ 

εζεκρε. 

Ιροδαλοµϕεγψζκ 
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